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НОЇ МІРИ НА РІМАНОВОМУ МНОГОВИДІ 
Вступ 
Проблемі вивчення логарифмічної похід-
ної міри було присвячено чимало публікацій. 
Зокрема, у праці [1] дано визначення логариф-
мічної похідної міри вздовж векторного поля в 
банаховому просторі, а в [2] виведено безди-
вергентний варіант формули Гаусса—Остроград-
ського на нескінченновимірних многовидах, де 
фігурує логарифмічна похідна міри.  
Постановка задачі  
Мета даної статті — отримання явної фор-
мули для логарифмічної похідної міри в різних 
випадках, зокрема для скінченновимірних рі-
манових многовидів та мір, абсолютно непе-
рервних відносно міри об’єму, що  дасть змогу 
знайти відповідні варіанти формули Гаусса—
Остроградського. 
Загальні відомості  
Нехай S — ріманів многовид, X — гладке 
векторне поле на S з відповідним потоком Ф t
X , 
μ  — борелева міра на S. Далі припускаємо, що 
міра tμ , яка має вигляд t tμ = μ Φ μ
Xo p , і від-








по t : при t = 0 як елемент простору 1( , )L S μ . В [1, 
c. 34] доведено, що за цих умов існує логариф-
мічна похідна міри ()μρ ⋅
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dμ= ρ μ∫ X . У даній статті отримана явна фор-
мула для логарифмічної похідної міри, абсо-
лютно неперервної відносно лебегівської, на рі-
мановому многовиді, що покривається однією 
картою. 
Дослідження проблеми у випадку простору  
n  з евклідовою метрикою 
Нехай маємо простір n  з евклідовою ме-
трикою, ( )X x  — гладке векторне поле класу 
2( )nC , tg  — однопараметрична група дифео-
морфізмів на n , що породжує векторне поле 








X x , ν  — інваріантна лебе-
гівська міра (об’єм) в n . 
Лема. Нехай μ  — міра, абсолютно непе-








причому щільність ( )p x  має такі властивості: 
1) 1( ) ( );np Cx ∈  
2) : ( ) 0n px x∀ ∈ > . 
Тоді логарифмічна похідна міри μ  уздовж 
поля X  має вигляд 
( ) ln ( )






ρ ⋅ = +
∂ ∂
X X x x x
x
. 
Д о в е д е н н я. Нехай U —  область в n . 
Позначимо ( ) ( )t tU g Uμ = μ . Тоді матимемо 
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чимо ( , )F tx , де 1 1( , ) ( )nF t Cx +∈ . 
Згідно з класичною теоремою про дифе-
ренціювання інтеграла по параметру отримаємо  
( , ) ( , ) ,
0 0U U
d
F t d F t d
dt tt t
⎛ ⎞ ∂
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂= =⎝ ⎠
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  (2) 
а це і означає, що 
( )
( ) t rμ
∂

















Отже, в просторі nR  з мірою μ , абсолютно 
неперервною відносно інваріантної міри Лебега, 
маємо рівність 
( ) ln ( )






ρ ⋅ = +
∂ ∂
X X x x x
x
. 
Зокрема, коли μ  — міра об’єму, то ( ) 1p ≡x :  
( ) t r d ivμ
∂




. Величину ( )μρ ⋅
X  можна 
вважати узагальненою дивергенцією, оскільки 
в аналогах формули Гаусса—Остроградського 
(що ми побачимо далі) вона є підінтегральним 
виразом правої частини. Будемо позначати її 
ще як divμX . З посиланням на  [2]  отримуємо 
формулу Гаусса—Остроградського для міри, 
абсолютно неперервної відносно міри об’єму: 
( ) ln ( )


















xp ,  де ν  — міра об’єму в n ; 
σ  — міра на ,U∂   індукована мірою μ ; U — 
деяка область nU ⊂  з гладкою межею; n  — 
поле одиничної зовнішньої нормалі до U∂ ;               
X  — гладке векторне поле класу 2( )nC . 
Вивчення проблеми у випадку ріманового 
многовиду 
Розглянемо гладкий ріманів многовид  M  
класу 2C  розмірності n з модельним просто-
ром nR , ∇ — симетрична лінійна зв’язність, 
яка узгоджена  з  рімановою метрикою g  
(зв’язність Леві—Чівіта). Нехай многовид M  
покривається однією картою ( , ),Mϕ  тобто 
: nM Aϕ → ⊂ R  — дифеоморфізм. В координа-
тах g  являє собою матрицю ( ); ,i jg i j =x  
1,.. ., ,n=  компоненти якої гладко залежать від 
точки x .  
Позначимо інваріантну лебегівську міру на 
nR  через η . Нехай ,Q M⊂  Q  — обмежена об-
ласть. Міра об’єму ν  задається рімановою мет-
рикою і індукує борелівську міру ϕν  на ( )Mϕ  
в nR , таку, що  









( ) ( ( )) det ( ) .. . .i j n
Q
Q Q g dx dxϕ
ϕ
ν = ν ϕ = ∫ x  
Теорема 1. Нехай μ  — борелівська міра на 








xp , причому щільність ( )P x  задо-
вольняє дві умови: 1) 1( ) ( )P C M∈x ; 2) x∀ ∈  
: ( ) 0;M P∈ >x  X  — гладке векторне поле на  
M  класу 2C ; M  покривається однією картою. 
Тоді логарифмічна похідна міри вздовж 
поля X  має вигляд 
( )( ) Tr ln ( )Pμ ⋅ρ = ∇ + ∇
X
Xx X x , 
де ( ) ( )Tr ( , ( ))ke x k
e⋅∇ = ∇X X x , ( ), 1,.. .,ke k n=x , — 
ортонормований базис у дотичному просторі 
.xT M  
До в е д е н н я. Міра μ  на M  індукує міру 
ϕμ  на 







= ϕo . Позначимо 
1p P −= ϕo . Тоді з умов теореми маємо ( )p ∈x  
1( );nC∈ R  ( ) 0 np > ∀ ∈x x R . 
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Щоб обчислити величину похідної міри за 
напрямом X, перейдемо до обчислень у коор-
динатах і скористаємось формулою (2). Тут              
Ф t
X  — локальний потік, породжений векторним 
полем :X  




det ( ) ( ) tr  
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( ( ) det ( ))1
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Розглянемо перший доданок. Згідно з [4] 
коваріантна дивергенція, тобто ( )div Tr ⋅= ∇X X, 












Це не що інше, як підінтегральний вираз пер-
шого доданка у формулі (3):  
( ) ( )
( (Ф ))
0












= ∇ μ + ∇ μ∫ ∫
X
 
В інваріантному записі отримуємо 
( )( (Ф )) Tr ln ( )0t XQ Q
d
Q d P d
dt t
⋅μ = ∇ μ + ∇ μ= ∫ ∫
X X x , 
тобто логарифмічна похідна міри вздовж поля 
X  має такий вигляд: 
 ( )() Tr ln ( )Pμ ⋅ρ ⋅ = ∇ + ∇
X
XX x .    
Теорему доведено. 
Зауваження 1. Формула (4) має місце і у 
випадку орієнтованого ріманового многовиду, 
що не покривається однією картою. 
Наслідок. Використовуючи результат тео-
реми і бездивергентний варіант формули Гаус-
са—Остроградського [3], отримуємо таку фор-
мулу Гаусса—Остроградського для скінченно-
вимірного ріманового многовиду, що покрива-
ється однією картою:  
( )( , ) (Tr ln ( ))0 n
t VV
d
n d P d
dt t ⋅Φ
μ = ∇ + ∇ μ
= ∫ ∫ X









де ν  — міра об’єму на M ; n  — векторне поле, 
що є продовженням на M  поля одиничної зов-
нішньої нормалі; X  — гладке векторне поле;    
∇  — зв’язність Леві—Чівіта, узгоджена з ріма-
новою метрикою g ; V — відкритий підмного-
вид в .M   
Зв’язок між логарифмічною похідною міри 
та похідною Лі за напрямком  
Нехай маємо гладкий орієнтований мно-
говид M   класу 2C  розмірності n з модельним 
простором nR . На M  задано векторне поле X  
класу гладкості 2C  і нехай 0x M∀ ∈  існує окіл 
U  точки 0x , інтервал 0 о о
( ( ), ( ))xI x x= −ε ε  і  
локальний потік , ,tg t I∈  що відповідає век-
торному полю .X   
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Зафіксуємо точку 0x M∈  та окіл oxV  цієї 
точки, що повністю покривається деякою кар-
тою ( , )U ϕ . В околі 
ox
V  існує локальний потік 
0
,t xg t I∈ , де 0 0 0( ( ), ( ))xI x x= −ε ε  — деякий ін-
тервал. 
Нехай ω  — диференціальна форма поряд-
ку n  на ,M  така, що для будь-якої системи 
координат 1 2, ,. . ., nx x x  виконується рівність 
1( / ,. . . , / ) 0nx xω ∂ ∂ ∂ ∂ > . 
Позначимо 1( ) ( ) .. . na dx dxϕω = ∧ ∧x x  — ко-
ординатна форма запису ω  в карті ( , )U ϕ , де 
( )a x  задовольняє такі умови: 
1) ( ) 0a >x  ( );M∀ ∈ ϕx   
2) 1) ( ( ))a C M∈ ϕ(x . 
Обмеження 1) випливає безпосередньо з 
вибору форми ω .  
Задамо борелівську міру на M  як інтеграл 
від диференціальної форми ω : 
1 2
( )
( ) ( ) . . . n
A A
A w a dx dx dx
ϕ
μ = =∫ ∫ x , 
де .A M⊂  
Оскільки M  — орієнтований многовид, то 
задання міри μ  є коректним, тобто міра облас-
ті не змінюється при зміні системи координат. 
Отже, має місце теорема. 
Теорема 2. Виконується така рівність:  
0
: ( )( ) ( ) ( )xx V L μ∀ ∈ ω = ρ ω
X
X x x x . 
До в е д е н н я. Міра ϕμ  на ( )Uϕ  індуко-
вана мірою μ . Обчислимо похідну Лі L ωX   від 
форми w  вздовж векторного поля X 
0
1




ω = ω − ωX x x . 
Спочатку обчислення проводитимемо в коор-
динатах і вважатимемо, що xt I∈ : 
1( ) ( ) det .. .
t
t t ngg a g dx dxϕϕ∗ ϕ
∂






Тут tg ϕ  — локальний потік у карті, що відпові-
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Але згідно з лемою логарифмічна похідна 
має вигляд  
( ) ln ( )








X X x xx x
x
. 
На карті отримуємо формулу  
( ) ( ) ( ) ( )XL ϕ
ϕ ϕ
μω = ρ ω
Xx x x . 
Має місце аналогічна формула і локально 
на M :  
 
0
: ( )( ) ( ) ( )xx V L μ∀ ∈ ω = ρ ω
X
X x x x .    
Теорему доведено. 
Зауваження 2. У праці [5] було дано ви-
значення дивергенції як функції, що задоволь-
няє рівність (5). Із теореми 2 випливає, що ло-
гарифмічна похідна міри об’єму задовольняє 
рівність (5). Таким чином, можна стверджувати 
про еквівалентність визначення дивергенції як 
функції, що задовольняє рівність (5), і як лога-
рифмічної похідної міри об’єму.  
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Висновки 
У статті було отримано вираз для логариф-
мічної похідної за напрямом певного класу мір,  
а саме мір абсолютно неперервних відносно 
міри об’єму, на рімановому многовиді, що по-
кривається однією картою. Отриманий вираз 
був застосований для виведення аналога фор-
мули Гаусса—Остроградського. Також встанов-
лено зв’язок між логарифмічними похідними 
мір та відповідними похідними Лі. 
 
Б. Ю. Мытник 
ИССЛЕДОВАНИЕ ЛОГАРИФМИЧЕСКОЙ ПРОИЗ-
ВОДНОЙ МЕРЫ НА РИМАНОВОМ МНОГООБ-
РАЗИИ 
Предложен явный вид формулы логарифмичес-
кой производной мер, абсолютно непрерывных 
относительно меры объема, на римановом мно-
гообразии, что покрывается одной картой. 
 
B.Yu. Mytnyk 
THE STUDY OF THE LOGARITHMIC DERIVA-
TIVE TO MEASURE ON RIMAN MANIFOLD 
The present paper proposes the formula for calcu-
lating the logarithmic measure derivative of the ab-
solutely continuous relative volume on the Riman 
manifold, covered by one chart. 
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